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У роботі аналітично описано формування статистики фотовiдлiкiв неполяризованого оптичного 
гаусiвського випромiнювання для випадку, коли мiж модами поляризацiї iснує статистичний зв'язок. 
Отримано аналiтичний вираз для твiрної функцiї розподiлу амплiтуд, що мiстить iнформацiю про 
статистику фотовiдлiкiв. Розраховано розподіли набору амплітуд ймовірностей фотовідліків для ви-
промінювання із корелюючими та некорелюючими модами. Показано, що збiльшення кореляцiйного 
зв'язку мiж модами поляризацiї при незмінному першому моменті приводить до розширення роз-
подiлу амплітуд ймовiрностi фотовiдлiкiв. 
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1. ВСТУП 
 
Оптичнi системи передачi iнформацiї – один iз 
найбiльш перспективних напрямкiв в областi технiки 
зв'язку, що увiбрав у себе кращi досягнення волокон-
ної оптики та мiкроелектронiки. Серед сучасних про-
блем у цiй областi окремо видiляється задача аналiзу 
якостi оптоволоконних систем та встановлення до-
пускiв на параметри при їх прокладаннi Розв'язання 
даної задачi може бути реалiзоване на основi статис-
тичного аналiзу фотовiдлiкiв iз врахуванням вектор-
них характеристик (поляризацiї) оптичного ви-
промiнювання, зокрема, кореляцiї мiж поляри-
зацiйними компонентами випромiнювання, яка пов'я-
зана iз щiльнiстю нерегулярностей у волокнi. 
Вiдомо, що в iдеальному цилiндричному одномо-
довому свiтловодi стала розповсюдження основної 
моди не залежить вiд напрямку поляризацiї ви-
промiнювання, i, вiдповiдно, таке волокно зберiгає 
стан поляризацiї. Для опису статистики фотовiдлiкiв 
на виходi такого свiтловода, як правило, застосувують 
напiвкласичну модель фотоефекту, яка не допускає 
субпуасонiвську статистику фотовiдлiкiв [1]. За 
вiдсутностi флуктуацiй iнтенсивностi поля розподiл 
фотовiдлiкiв описується пуассонiвською статистикою 
[2], а за умови  врахування ''фотонного шуму'' – фор-
мулою Манделя окремо для кожної моди [3]. Однак на 
практицi збереження стану поляризацiї можливе ли-
ше на дуже малих довжинах свiтловолокна. На-
явнiсть нерегулярностей в одномодовому волокнi (те-
пловi, акустичнi та механiчнi збурення уздовж волок-
на, вигонiв, дефектiв тощо) є причиною появи двох 
мод з ортогонально-поляризованими компонентами 
електричного поля [4]. При цьому навiть досить малi 
збурення сильно ''зв'язують'' моди, сприяючи ''перека-
чуванню'' енергiї iз однiєї компоненти поляризацiї до 
iншої. У результатi, при довiльнiй поляризацiї на 
входi, у процесi розповсюдження свiтла вiдбувається 
непередбачена довiльна трансформацiя стану поля-
ризацiї. Таким чином, виникає задача знаходження 
статистики фотовiдлiкiв у випадку скорельованих 
поляризацiйних компонент основних мод ви-
промiнювання iз кiнцевим часом кореляцiї. 
Вiдмiтимо, що в останнiй час зацiкавленiсть про-
блемою флуктуацiй поляризацiї в одномодових 
свiтловодах значно пiдсилилась (див., наприклад, 
роботи по дослiдженню поляризацiйної модової дис-
персiї [5, 6]). Теоретичний апарат, використаний у 
бiльшостi робiт, присвячених данiй тематицi, базу-
ється на вiдомих класичних результатах, наведених 
у монографiях [7, 8], в основi яких лежить формула 
Манделя. У роботi [8], зокрема, показано, що 
iнтенсивнiсть частково поляризованої хвилi є сумою 
iнтенсивностей двох некорельованих польових скла-
дових пiсля проходження через поляризатор, який 
дiагоналiзує матрицю когерентностi. У результатi 
розподiл iнтегральної iнтенсивностi може бути пода-
ний у виглядi дискретного згортання двох розподiлiв 
числа фотовiдлiкiв, по однiй для кожного розподiлу. 
У данiй роботi ми узагальнюємо результати робiт 
[7, 8] i отримуємо розподiл фотовiдлiкiв для корелю-
ючих поляризацiйних мод iз лоренцевим спектраль-
ним контуром лiнiї певної ширини. Ми припускаємо, 
що статистичний зв'язок мiж поляризацiйними мо-
дами визначається щiльнiстю збурень в оптичному 
носiї, що дає змогу отримати якiснi характеристики 
нерегулярностей уздовж волокна, i, вiдповiдно, ви-
робити вимоги до якостi оптичних кабелiв. 
 
2. МОДЕЛЬ ТА ТЕОРЕТИЧНИЙ АНАЛІЗ  
 
2.1 Випадок некорельованих поляризацiйних 
мод 
 
Розглянемо тривiальний випадок некорельованих 
поляризацiйних мод. У рамках моделi гаусiвського 
випромiнювання iз лоренцевським контуром лiнiї ши-
риною  покладемо, що кожна компонента становить 
собою стацiонарний маркiвський процес [4, 9]. У тако-
му разi кореляцiйна матриця iнтенсивностей 
S  (t)  *(t) дорівнює 
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де n(t) – комплексна амплiтуда компонентiв (n  1, 2) 
поляризацiї випромiнювання [10, 11], n   |n(t)|2 – 
iнтенсивнiсть поляризацiйних компонент,  – ко-
ефiцiєнт кореляцiї (0  ||  1) мiж компонентами по-
ляризацiї, . – знак знаходження математичного 
очiкування. 
Вiдомо [10, 11], що твiрна функцiя для однокомпо-
нентного гауссiвського випромiнювання має вигляд 
 
  1(2) 1(2) 1(2)( , ) exp ,Q       (2) 
 
де 1(2) – iнтенсивнiсть випромiнювання першої (дру-
гої) моди,  – твiрний параметр, 1(2) – енергiя оптич-
ного поля, яка мiститься  у компонентi поляризацiї з 
ортом 1(2)e , 
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Твiрна функцiя 1(2) 1(2)( , )Q    для гаусiвського ви-
промiнювання iз лоренцевським контуром лiнiї  ши-
риною   має вигляд [12] 
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де 21(2) 1(2)2r    , T – тривалiсть iнтервалу спо-
стереження. 
Розподiл амплiтуд iмовiрностей {P(m)} реєстрацiї m 
фотовiдлiкiв для кожної компоненти поляризацiї є 
зваженим розподiлом Пуассона i може бути отриманий 
за допомогою формули Манделя [3]: 
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За допомогою твiрних функцiй Q1(, 1) та Q2(, 2) 
формула (5) може бути представлена у виглядi 
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З метою уникнути знаходження похiдних високих 
порядкiв можна скористатися iнтегральним поданням 
Кошi для аналiтичних функцiй. Це дає зручну форму-
лу для чисельних розрахункiв, що описує статистику 
фотовiдлiкiв поляризацiйного компонента одномодо-
вого випромiнювання 
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2.2 Довiльний статистичний зв'язок мiж  
модами поляризацiї 
 
Для опису двокомпонентного оптичного ви-
промiнювання скористаємося матричним аналогом 
iнтегральної формули Коши. У такому випадку 
твiрна функцiя Q12() вiдлiкiв неполяризованого ви-
промiнювання може бути записана у виглядi 
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У цьому виразi контур iнтегрування в s-площинi 
повинен охоплювати полюса резольвенти (s – S )–1. 
Користуючись вiдомими методами [9], розглянемо 
скаляр (8) у поданнi, в якому матриця Стокса (1) 
дiагональна, тобто 
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За наявностi статистичного зв'язку мiж модами по-
ляризацiї, ||  0, власнi числа s1 та s2 будуть ви-
значати формування статистики фотовiдлiкiв. Вра-
ховуючи (9), матриця (8) набуває вигляду 
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Остаточно, для шуканої твiрної функцiї маємо 
 
 12 1 1 2 2( ) ( , ) ( , ).Q Q s Q s    (11) 
 
Вираз (11) описує статистику фотовiдлiкiв неполяри-
зованого випромiнювання у випадку наявностi ста-
тистичного зв'язку мiж модами поляризацiї. З (11) 
випливає, що у випадку вiдсутностi статистичної 
зв'язку, коли ||  0 i s1  1, s2  2, твiрна функцiя 
Q12() представляє собою добуток парцiальних 
твiрних функцiй 
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де 2 2i ir    . При цьому розподiл P12(m) являє 
собою згортку парцiальних розподiлiв P1(m) та P2(m) 
iз середнiми 1 1m T    та 2 2m T    вiдповiдно.  
В iншому граничному випадку повного статисти-
чного зв'язку, коли ||  1, статистика фотовiдлiкiв 
ефективно вiдповiдає однiй поляризацiйнiй модi iз 
сумарною iнтенсивнiстю 1 1 2s    . При цьому 
2 0s  , що дає 2 2( , ) 1Q      та 2( 0) 1P m   . Це озна-
чає, що для iншої поляризацiйної компоненти iз 
ймовiрнiстю, що дорiвнює одиницi, має мiсце лише 
"вiдлiк" m  0. 
 
3. РЕЗУЛЬТАТИ 
 
У загальному випадку за наявностi статистичного 
зв'язку мiж модами поляризацiї (0  ||  1) розподiл 
амплiтуд iмовiрностей P12(m) є зваженим розподiлом 
Пуассона. При ||  0 розподiл P12(m) фотовiдлiкiв є 
згорткою парцiальних розподiлiв P1(m) та P2(m) 
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Рис. 1 – Статистика фотовiдлiкiв при ||  0,   108 Гц, 
8
1 2 10    с
–1, 810T   с. Розподiл амплiтуд першої та 
другої поляризацiйних мод позначено вiдповiдно сiрим та 
чорним кольором  
 
 
 
Рис. 2 – Статистика фотовiдлiкiв при ||  0 (чорний 
колiр) та ||  1 (сiрий колiр). Iншi параметри розрахунку 
тi ж самi, що на рисунку 1 
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iз середнiми 1 1m sT    й 2 2m s T    вiдповiдно. 
Розглянемо випадок вiдсутностi кореляцiй мiж 
поляризацiйними модами, тобто ||  0. На рисун-
ку 1 представлено результат чисельного розрахунку 
набору амплiтуд {P(m)}. З рисунку 1 бачимо, що за 
умови 1 2   розподiли амплiтуд є однаковими. 
На рисунку 2 представленi розподiли набору 
амплiтуд {P(m)} у випадку некорельованих (||  0 ) 
та корельованих (||  1 ) мод. Як бачимо, наявнiсть 
кореляцiї приводить до розширення розподулу 
амплiтуд, що можна перевірити шляхом розрахунку 
математичного очiкування та дисперсiї поляризова-
ного та неполяризованого випромiнювання. Для  
 
 
 
Рис. 3 – Залежнiсть дисперсiї 12D  вiд коефiцiєнта кореля-
ції ||. Параметри розрахунку тi ж самi, що на рисунку 1 
 
 
Рис. 4 – Статистика фотовiдлiкiв при 81 2 ·10    с
 – 1,  
  108 Гц, T  10 – 8 c 
 
однiєї поляризацiйної моди iз сумарною iнтенсивнiстю 
1 2     перший момент дорiвнює 
12 1 2( )m T     . Той самий результат отримуємо i у 
випадку ||  0. За вiдсутностi кореляцiйного зв'язку 
для дисперсiї D12 розподiлу числа фотовiдлiкiв маємо  
 
  
2
2 2
12 12 1 2 2 2
2 1
.
2
TT e
D m m m
T


 
          
 
У випадку ||  0 дисперсiя дорiвнює 
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Порiвнюючи два останнi вирази, бачимо, що дис-
персія 12D  мiстить додаткову складову 
2 2 2
1 2| | (2 1 ) /
TT e       , яка зникає при ||  0. 
Залежнiсть дисперсiї вiд коефiцiєнта кореляцiї 
|| наведена на рисунку 3. Як бачимо з рисунку при 
збiльшеннi || дисперсiя зростає, так що рiзниця 
дисперсiй 12 12(| | 1) (| | 0)D D      складає приблиз-
но 20%. Звiдси можна зробити висновок, що на-
явнiсть статистичного зв'язку мiж модами поляри-
зацiї приводить до розширення в цiлому розподiлу 
амплiтуд  12( )P m   при  незмiнному першому моментi. 
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Рис. 5 – Залежнiсть амплiтуди ймовірності вiд коефiцiєнта 
кореляцiї || для m  0 (суцiльна крива), m  1 (пунктир) 
та m  2 (штрих-пунктирна крива) фотовiдлiкiв. Параметри 
розрахунку тi ж самi, що на рисунку 4 
 
 
 
Рис. 6 – Статистика фотовiдлiкiв при 81 2 3 10     с
 – 1,  
  108 Гц, T  10 – 8 c 
 
При цьому степень кореляцiї мiж компонентами 
неполяризованого випромiнювання може бути ви-
значена шляхом вимiрювання дисперсiї, що важливо 
при розв'язаннi практичних задач. 
На рисунку 4 наведено розподiл амплiтуд 12( )P m  
при рiзних значеннях коефiцiєнта кореляції ||.  
Для аналiзу представленої дiаграми, побудуємо 
залежнiсть 12(| |)P   для рiзної кiлькостi фо-
товiдлiкiв m  0, 1, 2. З рисунку 5 бачимо, що 
ймовiрнiсть реєстрацiї одного фотовiдлiку 
збiльшується iз збiльшенням степеня кореляцiї мiж 
модами поляризацiї. I навпаки, ймовiрнiсть реєст-
рацiї двох або бiльше фотовiдлiкiв зменшується по 
мiрi збiльшення ||. 
Вплив iнтенсивностi випромiнювання на роз-
подiл фотовiдлiкiв наведено на рисунках 6-8. З ри-
сункiв видно, що збiльшення iнтенсивностi ви-
промiнювання приводить до розширення в цiлому 
 
 
Рис. 7 – Статистика фотовiдлiкiв при ||  0 (чорний 
колiр) та ||  1 (сiрий колiр). Iншi параметри розрахунку 
тi ж самi, що на рисунку 6 
 
 
 
Рис. 8 – Залежнiсть амплiтуди ймовірності вiд коефiцiєнта 
кореляцiї || для m  0 (суцiльна крива), m  3 (пунктир) 
та m  6 (штрих-пунктирна  крива) фотовiдлiкiв. Парамет-
ри розрахунку тi ж самi, що на рисунку 6 
 
 
 
Рис. 9 – Статистика фотовiдлiкiв при ||  0 (чорний 
колiр) та ||  1 (сiрий колiр).   107 Гц. Iншi параметри 
розрахунку тi ж самi, що на рисyнку 1  
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розподiлу амплiтуд ймовiрностi фотовiдлiкiв, при 
цьому ймовiрнiсть реєстрацiї великої кiлькостi фо-
товiдлiкiв зменшується при пiдсиленнi статистичного 
зв'язку. 
Вплив ширини спектральної лiнiї  на розподiл 
фотовiдлiкiв наведено на рисунку 9. Як бачимо, зме-
ншення  приводить до зсуву максимума розподiлу 
фотовiдлiкiв лiворуч. 
 
4. ВИСНОВОК 
 
У роботi показано, що твiрна функцiя для неполя-
ризованого оптичного гаусiвського випромiнювання iз 
кiнцевим часом кореляцiї мод поляризацiї є добутком 
твiрних функцiй кожної iз компонент ви-
промiнювання. При цьому матриця Стокса зводиться 
до дiагональної форми, компонентами якої є ефек-
тивнi iнтенсивностi мод випромiнювання. Показано, 
що статистичний зв'язок мiж модами поляризацiї 
приводить до розширення розподiлу амплiтуд фо-
товiдлiкiв при незмiнному першому моментi. 
Зазначимо, що коефiцiєнт кореляцiї  поляри-
зацiйних мод (також як i iншi компоненти матрицi 
Стокса) є iнформацiйно ємним. В оптичних схемах, 
де iнтенсивностi 1 та 2 поляризацiйних мод не 
змiнюються, саме  впливає на данi спостереження. 
Вiдповiдно, представленi результати можуть бути 
застосованi при побудовi оптичних каналiв зв'язку. 
Крiм того, на основi розв'язку прямої задачi про ста-
тистику зареєстрованих фотовiдлiкiв можлива пос-
тановка оберненої задачi про iдентифiкацiю нерегу-
лярностей в оптичному свiтловодi, що є перспекти-
вою розвитку даної роботи. 
 
 
Влияние корреляции между модами поляризации на статистические свойства  
гауссовского низкоинтенсивного излучения 
 
А.С. Мазманишвили, И.А. Князь 
 
Сумский государственный университет, ул. Римского-Корсакова, 2, 40007 Сумы, Украина 
 
В работе аналитически описано формирование статистики фотоотсчетов неполяризованного гаус-
сового оптического излучения для случая, когда между модами поляризации существует статистиче-
ская связь. Получено аналитическое выражение для производящей функции фотоотсчетов рассмат-
риваемого излучения. Рассчитаны распределения набора амплитуд вероятностей фотоотсчетов для 
излучения с коррелирующими и некоррелирующими модами. Показано, что статистическая связь 
между модами поляризации приводит к уширению в целом распределения фотоотсчетов при неиз-
менном его первом моменте. 
 
Ключевые слова: Статистика фотоотсчетов, Гауссовское излучение, Коррелирующие моды, Матрица 
Стокса. 
 
Influence of Correlation between Polarization Modes on Statistical Properties 
of Low-intensity Gaussian Radiation 
 
A.S. Mazmanishvili, I.A. Knyaz'  
 
Sumy State University, 2, Rimsky Korsakov Str., 40007 Sumy, Ukraine 
 
In the paper we analytically describe the formation of photocount statistics of non-polarized Gaussian 
optical radiation when there is a statistical link between the modes of polarization. Analytical expression 
for the generating function of photocounts was obtained. Distributions of a set of probability amplitudes for 
the cases of correlated and uncorrelated modes were calculated. It was shown, the statistical relationship 
between the modes of polarization leads to a broadening of the whole distribution of photocounts with the 
unchanged first moment. 
 
Keywords: Photocount statistics, Gaussian radiation, Correlated modes, Stokes matrix. 
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